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本博士論文では、半線型及び準線型移流拡散方程式の初期値問題の解の時間大域挙動について考察する。
移流拡散方程式は、天文学、物理学、生物化学や Debye-Hankel 方程式として知られる半導体モデルな
ど、様々な分野において現れ、粒子の密度とポテンシャルの関係を記述する。時間大域解の存在と解の
有限時間爆発を分類することは、最も基本的な問題のひとつである。拡散項と非線型項の相互作用によ
って、拡散項に現れる断熱定数の値により解の時間大域挙動が異なることが知られている。また、移流
拡散方程式は、非局所項を有していることから、初期値の空間遠方での減衰が解の時間大域挙動に本質
的な影響を与えている可能性がある。そこで、本博士論文では初期値の空間遠方での減衰が解に与える
影響に焦点を当てる。 
移流拡散方程式は尺度不変性を持ち、方程式を不変に保つ尺度変換でノルム不変となる時空変数を持
つ函数空間を尺度臨界空間と呼び、Fujita-Kato による非圧縮性ナビエ・ストークス系の研究以来、初
期値の臨界空間の大きさが重要であることがよく知られている。移流拡散方程式の解の空間積分で与え
られる総質量は時間に関して不変であることが知られており、このため、総質量を表す空間と臨界空間
が一致する場合は、初期値の総質量によって、解の時間大域挙動が分類されることが期待される。実際
に初期値の空間遠方で十分に早く減衰している場合は、解の有限時間爆発と時間大域存在を分類する初
期値の総質量の閾値が知られている。しかし、これらの結果の証明は、初期値の空間遠方での減衰に依
拠した virial 法則に準じており、その減衰が解に与える本質的な影響は議論されていない。このため、
本博士論文では、より弱い仮定の基、すなわち空間遠方での初期値の減衰が既知の結果より遅い場合に、
解の時間大域挙動がどうなるかを考察した。 
１．導入 
 第１章では、半線型及び準線型移流拡散方程式に関する既知の結果の概観を述べ、既存の結果に対す
る主結果の位置づけ述べた。 
２．準備 
 第２章では、本博士論文で用いる重要な不等式の証明と基本的な不等式を述べた。 
３．半線型の場合の時間大域挙動 
 第３章では、半線型の場合の主結果の証明を述べた。空間次元が２の場合、臨界空間と総質量を与え
る空間が一致することから、多くの研究がなされており、特に解の時間大域存在と有限時間爆発を分類
する初期値の総質量の閾値である臨界質量が顕に知られている。すなわち、初期値の総質量が臨界質量
より小さい場合は、それに対応する解が時間大域的に存在し、大きい場合は有限時間で爆発することが
示されている。一方で、空間次元が３以上の場合は、解の挙動を考察する上で重要なエントロピー汎関
数の制御が難しい状況となっている。高次元における移流拡散方程式の解の挙動について、２００４年 
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に Corrias-Perthame-Zaag は、初期値が臨界空間において十分小さい場合に解が時間大域的に存在す
ることを示した。一方で、Corrias-Perthame-Zaag は初期値の総質量に対し質量分布を与えるモーメン
トの比が十分に大きい場合、すなわち、密度がある点付近に十分に集中している場合には、解が有限時
間で爆発することを示した。この比の大きさは、初期値の臨界空間のノルムが十分に大きいことを規定
していることに対応している。さらに、２０１２年に Calvez-Corrias-Ebde は、エントロピー汎関数を
モーメントにより制御し、初期値が空間遠方で十分に減衰している場合に、解の非有界性を誘引する初
期値の十分条件を、エントロピー汎関数を用いて定量的に与えた。しかし、いずれの結果も、初期値の
空間遠方での減衰が解に与える影響を考察していない。このため、減衰がより遅い場合の解の挙動を考
察することとした。証明は既存の virial 法則を基に、重み関数を一般化したことによる一般化 virial 法
則を用いた議論である。Virial 法則とは、解の質量密度分布の時間発展の様子を表したものであり、こ
の変動は拡散項と非線型項の釣り合いを表す方程式に付随するエントロピー汎関数と初期値の総質量
により制御される。半線型の場合、エントロピー汎関数の方程式の拡散項に由来する項の制御が技術的
に困難であるが、その困難を一般化 Shannon の不等式により回避した。Shannon の不等式より、初期
値の空間遠方での減衰が遅い場合でも、エントロピー汎関数の制御が可能となったため、非有界性を誘
引する初期値の十分条件をエントロピー汎関数により定量的に与えることができた。 
４．準線型の場合について 
 準線型の移流拡散方程式は、断熱定数の値により大きく状況が異なるが、本論文４章では特に臨界空
間と総質量を与える空間が一致する質量臨界指数の場合を考察した。一般に断熱定数が質量臨界指数よ
りも大きい場合は、拡散項の影響が強く反映されるため、解の非有界性や有限時間爆発は起きず、解は
有界にとどまることが知られ、さらに、初期値を制限すれば、解は時間に関し減衰することが知られて
いる。一方で、質量臨界指数と断熱定数が一致する場合、Ogawa (2006)や Blanchet-Carrillo-Laurencot 
(2009)によって、初期値の総質量が臨界値より小さければ、それに対する解が時間大域的に存在するこ
とが示された。さらに、解の時間大域存在と有限時間爆発を分類する臨界質量が求められた。初期値が
空間遠方で十分に早く減衰している場合、初期値の総質量が十分大きければ解は有限時間で爆発し、一
方で Blanchet-Carrillo-Laurencot はその十分な減衰の仮定の下で、臨界質量を持つ初期値に対する解
の時間大域存在を示した。本博士論文では、初期値をより弱い仮定の下で、解の非有界性と有限時間爆
発を導くことを目標とし、主定理を得た。初期値の空間遠方での減衰が遅い場合であっても、初期値の
エントロピー汎関数が負であれば、解は非有界となることを示した。特に、半線型と大きく異なる点は、
解が空間変数に関して球対称ならば、初期値の空間遠方での減衰を仮定することなく、初期値のエント
ロピー汎関数が負であるという仮定のみで、解が有限時間で爆発することを示したことである。証明の
方針は、半線型と同様に、準線型で知られている virial 法則を一般化し、その一般化による誤差項を適
切に制御することである。 
５．準線型の場合における注意 
 移流拡散方程式は、一般の放物型方程式で見られる比較原理が成立しないが、質量に関する方程式に
書き直すことにより、十分に滑らかな解の質量に対する比較原理が成立する。このことから、第４章で
得られた結果の応用として、適切な質量優解を構成することができれば、非球対称な解であっても、解
は有限時間で爆発することを示した。 
６．付章 
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第６章では、第３章及び第４章での一般化 virial 法則を導くために用いた、適切な重み関数の存在と
重み関数の諸性質の証明を述べた。 
別 紙 
 
論文審査の結果の要旨 
 
  移流拡散方程式系は, 半導体シミュレーションモデル, 走化性粘菌モデル, あるいは重力下に
おける天体物質の挙動モデルなど非常に広範な物理スケールにおいて共通して現れる非線形偏微
分方程式系であって, それらオリジナルのモデルから流体力学的近似, 非線形 Schrodinger 方程
式近似, あるいは Patlak-Keller-Segel モデルの特異極限として導出される. この方程式系は偏
微分方程式論における放物型, 双曲型, 楕円型と言った基本的分類に相当する構造をすべて備え, 
その挙動を解析学的に把握することでオリジナルの数理モデルの特性を数学的に類推することが
可能である.  
  とりわけ流体力学モデルとして, 圧縮性 Navier-Stokes-Poisson 系からの特異極限として得ら
れる本問題は, Darcy の法則を経由して, 気体分子の自由度に由来する断熱指数に相当する非線
形指数(以下断熱指数)を持ち, この指数が 1 であるか真に 1 より大きいかにより, 系の数学的構
造や解析学的特性が大きく異なる. この系は空間変数次元が 2 次元のときに臨界次元となり, 時
間大域的な解の挙動が初期条件の総質量で分類されると言う著しい性質が近年, 明らかになって
いる. 他方, 考える系が Poisson 方程式と結合するため, 解の局所的性質が保たれず, 遠方にお
ける解の挙動が反映するいわゆる非局所的性質を持つ. このため初期値問題の解の遠方における
挙動は時間大域的挙動を左右しその挙動を決定することは一般には容易ではない.    
   和久井洋司提出の博士論文では, この非線形偏微分方程式系の初期値問題に対し, 臨界次元が
3 以上の場合で, 断熱指数が半線形に分類される 1 の場合と, 準線形化して正則性が一般に失わ
れる質量臨界と呼ばれる指数(2-2/n)の場合にたいして, 解の時間大域的挙動を研究し, その大域
不安定性を議論した. この系は，解の 2 次モーメントが有限の場合には, 解の遠方の挙動をある
程度遮断でき, いわゆるヴィリアル法則により解の特異点形成が容易に得られる. 本論文では, 
解の 2 次モーメントが非有限の場合に対して, 時間大域解の不安定性を議論し, 解は有限時間内
に特異点を形成して爆発するか, 時間無限大で非有界となることを証明した. 断熱指数が 1 の半
線形の場合には解の正則性が得られるという利点の反面, 数学的エントロピーの正値性がないと
いう困難があり, 一般化されたシャノンの不等式を用いることで, また断熱指数が 1 より大きい
場合には解の正則性が得られないと言う困難があるが, 質量臨界の特性をうまく生かして, 有効
な変形ヴィリアル法則を導出し, 巧妙な重み関数を構成することおよび, グロンウオール型議論
を用いて不安定性を証明した. これらの成果を得るには, 証明の構成, 具体的な重みを構成する
点, さらには多くの誤差項に対する解析的評価など解析的な力量を問われる要因が多く, 独自性
の高い成果を得ているといえる.  
  以上により, 申請者は自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有するこ
とを示している. したがって，和久井洋司提出の博士論文は，博士（理学）の学位論文とし
て合格と認める. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
